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випадку гранична норма заміщення ресурсів дорівнює одиниці. Запропоновано нове її тлумачення як індикатора 
диспропорцій при вкладенні коштів в агреговані фактори «капітал» і «праця». Виведена на основі оптимальної 
фондоозброєності гранична норма заміщення ресурсів може служити важливою додатковою 
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PRODUCTION FUNCTION WITH CONSTANT ELASTICITY  
OF SUBSTITUTION RESOURCES 

 
Yankovyi, V. (2015), Production function with constant elasticity of substitution resources. Ed.: M. Zveryakov  
(ed.-in-ch.) and others [Vyrobnycha funktsiia z postiinoiu elastychnistiu zamishchennia resursiv; za red.  
M. I. Zveriakova (gol. red.) ta in.], Socio-economic research bulletin (ISSN 2313-4569), Odessa National Economic 
University, Odessa, Issue 3, No. 58, pp. 228–234. 
 
Abstract. The advantages of the production function with constant elasticity of substitution of resources (CES-function) 
and the possibility of its use in economic calculations are investigated in the article. The most important economic  
and mathematical parameters of CES-function and software its unknown factors evaluation are discussed. The optimal 
capital-maximizing output is determined. It is shown that in this case the marginal rate of substitution of resources 
equals to one. A new interpretation of it as an indicator of imbalances when investing in aggregate factors «capital» 
and «labor» is proposed. Deduced marginal rate of substitution of resources based on the optimal capital-labor ratio 
can be used as an important additional feature when applying the production function in the analysis output in the 
enterprises of Ukraine.  
 
Keywords: CES-function; optimization; capital-labor ratio; marginal rate; substitution of the resources. 
 
JEL classification: C210, C220, D240 
 

Постановка проблеми у загальному вигляді. В останній час серед дослідників, що 
займаються економіко-математичним моделюванням, підвищився інтерес до використання 
двохфакторних виробничих функцій (ВФ). Серед них найбільш популярною і добре 
вивченою є ВФ Кобба-Дугласа, коефіцієнти якої легко оцінюються за умови попереднього 
логарифмування вихідних даних, а математико-статистичні параметри піддаються 
зрозумілому економічному тлумаченню. Між тим, відомо, що ВФ Кобба-Дугласа має низку 
суттєвих недоліків, зокрема, в її рамках передбачається еластичність заміщення ресурсів 
(праці L і капіталу K) на рівні 1%. Тобто зростання капіталу, спрямованого у виробничі 
фонди, на один відсоток дозволяє знизити витрати праці також на один відсоток і, навпаки. 
Це дуже жорстке припущення, яке в реальній економічній дійсності, взагалі кажучи, ніколи 
не виконується. 

Окрім того, легко показати наступне [1]: якщо фондоозброєність K/L прямує у 
нескінченність, то продуктивність праці при будь-яких допустимих значеннях параметрів 
ВФ Кобба-Дугласа теж прямує в нескінченність. Вважається, що необмеженість 
продуктивності праці залежно від фондоозброєності у рамках ВФ Кобба-Дугласа є одним із 
недоліків її застосування в економічних дослідженнях. 

Указані моменти сигналізують про певну небезпеку отримання неадекватної 
економетричної моделі при практичному використанні ВФ Кобба-Дугласа, а також  
про необхідність застосовувати інші відомі ВФ, наприклад, функцію з постійною 
еластичністю заміщення ресурсів або CES-функцію (від англ. абревіатури Constant  
Elasticity of Substitution). CES-функція може бути представлена в наступному  
вигляді: 

          
      

  (1) 
 
де Y – випуск продукції у вартісному вираженні;  
К – вартість капіталу, що спрямований у виробничі фонди;  
L – витрати капіталу на оплату праці;  
А – невідомий коефіцієнт шкали;  
а – невідомий коефіцієнт ваги виробничого фактора;  
р – невідомий параметр виробничої функції;  
γ – невідомий показник ступеня однорідності. 
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Для функції (1) еластичність заміщення ресурсів σ визначається наступним чином: 
 

                                                                                       
                                                                     (2)                                    

 
 
СЕS-функція залежно від значення параметра р узагальнює інші ВФ  [2-4]: 
 
1) при р = -1 отримаємо лінійну функцію (еластичність заміщення ресурсів σ = ∞); 
2) при р → 0 вираження (1) перетворюється у ВФ Кобба-Дугласа (еластичність 

заміщення ресурсів σ → 1); 
3) при р → ∞ СЕS-функція прямує до функції Леонт’єва (еластичність заміщення 

ресурсів σ → 0). 
 
Отже, в рамках ВФ (1) величина σ може приймати будь-яке, хоча й постійне значення, 

що випливає з її назви. Така ситуація більш відповідає реальній економічній дійсності,  
ніж при використанні ВФ Кобба-Дугласа (σ = 1). При цьому продуктивність праці при будь-
яких допустимих значеннях параметрів СЕS-функції в умовах K/L → ∞ залишається  
обмеженою. 

Таким чином, існує щонайменше два суттєвих об’єктивних аргументи для того, щоб в 
процесі економіко-математичного моделювання віддати перевагу саме СЕS-функції як більш 
адекватному інструменту аналізу й прогнозування. У зв’язку з цим виникає низка питань: 
коли досліднику варто робити вибір на користь ВФ (1)? Якими властивостями володіють 
параметри СЕS-функції? Як їх практично оцінити? 

Аналіз досліджень і публікацій останніх років. Хоча проблеми, окреслені вище, не 
є новими (їх наукове обговорення почалося в 70-х роках ХХ ст.), проте, чітких відповідей на 
поставлені запитання в сучасній економічній літературі не існує.  

Так, В. В. Вітлінський зазначає: «Функція CES застосовується у випадку відсутності 
точної інформації щодо рівня взаємозаміни виробничих чинників, і, разом з тим, є підстави 
вважати, що цей рівень суттєво не зміниться за зміни обсягів залучених ресурсів, тобто коли 
економічна технологія має властивість певної стійкості щодо певних пропорцій чинників. 
Функція CES (за наявності засобів оцінки її параметрів)  може використовуватися для 
моделювання систем будь-якого рівня»  [5].  Аналогічну позицію з цього приводу займають  
А. В. Артемова [6], М. В. Бондар [7], Д. Н. Боровской [8, с.173–174], С. С. Шумська [9, с.140] 
та ін., які дослівно наводять тезу В. В. Вітлінського. 

У працях [2–9] наведені окремі властивості, якими володіють параметри СЕS-функції, 
однак систематизованої інформації за даною проблемою явно бракує. Вважаємо, що така 
ситуація пояснюється певними обчислювальними труднощами при практичному 
застосуванні ВФ (1) в економічних дослідженнях.     

Виділення невирішених раніше частин загальної проблеми. Справа в тому, що 
невідомі параметри СЕS-функції підлягають оцінюванню за відомими значеннями 
показників Q, К, L, взятими із бухгалтерської та фінансової звітності досліджуваних 
суб’єктів господарювання. Однак, варто зауважити, що вираження (1) принципово 
неможливо привести до лінійного вигляду і, отже, використати звичайні методи оцінки 
невідомих коефіцієнтів. Тому, в даному випадку необхідно застосовувати методи 
приблизного ітеративного оцінювання, наприклад, нелінійний метод найменших квадратів. 
Указана обставина зазвичай гальмує широке розповсюдження СЕS-функції в економічних 
дослідженнях. 

Окрім того, такі питання, як оптимізація фондоозброєності, тобто визначення часток 
інвестованого капіталу, спрямованого у виробничі фонди і працю за критерієм «випуск 
продукції» залишаються не вирішеними в теорії ВФ. Між тим, цей аспект набуває певної 
актуальності в умовах жорсткої конкурентної боротьби в усіх галузях світового 
господарства, загострення проблеми підвищення конкурентоздатності вітчизняних 
товаровиробників у зв’язку з намаганням України вступити до ЄС. Адже боротьба за ринки 
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збуту неможлива без нарощування випуску високоякісної продукції з мінімальними 
витратами виробничих фондів і робочої сили. 

Постановка завдання. Метою статті є узагальнення економіко-математичних 
властивостей параметрів ВФ (1), визначення практичних шляхів їх статистичного 
оцінювання, знаходження величини оптимальної фондоозброєності, що максимізує випуск 
продукції суб’єктів господарювання. А також дослідження граничної норми заміщення 
ресурсів виробництва, що адекватно описується СЕS-функцією в умовах оптимальної 
фондоозброєності. 

Виклад основного матеріалу дослідження. В табл. 1 наведено найважливіші   
економіко-математичні параметри СЕS-функції, розрахунок яких дозволить отримати 
узагальнені характеристики виробництва в середньому по сукупності суб’єктів 
господарювання або в середньому за певний період для окремого підприємства у випадку 
застосування часових рядів економічних даних.    

                                                                                                                                         Таблиця 1 
 

Основні економіко-математичні характеристики CES-функції (розроблено автором) 

 
Варто пам’ятати, що CES-функція належить до неокласичних ВФ, якщо  

0 < А;  0 < а < 1, -1 <  р;   0  < γ. Ці умови випливають із припущення про постійне  
убування граничної віддачі виробничих ресурсів K і L. Вони базуються на теорії поведінки 
споживача, оскільки відносно ресурсів будь-який суб’єкт господарювання (підприємство, 
галузь, регіон) є споживачем і ВФ характеризує саме цей аспект – виробництво як 
споживання.  

Що ж стосується проблеми оцінювання невідомих коефіцієнтів ВФ (1), то, вважаємо, 
що найбільш конструктивним представляється підхід до апроксимації СЕS-функції, 
запропонований Дж. Кментой. Він заснований на логарифмуванні вираження (1) і 
розкладанні результату в ряд Тейлора з подальшим застосуванням до отриманої наближеної 
моделі методів кореляційно-регресійного аналізу [10]. 
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M. Kубініва та ін., використовуючи підхід Кменти в якості інструменту знаходження 
первісної оцінки параметрів СЕS-функції, розробили процедуру пошуку рішення 
поставленого завдання із заданою точністю на базі використання ітеративного алгоритму 
мінімізації цільової функції залишків моделі за методом Марквардта. Вказана процедура 
знайшла своє втілення в програмі MACRO6, написаної на мові Бейсік [11, с.137–149], яка 
досить легко адаптується до сучасного програмного забезпечення за допомогою макросів 
редактора Excel.  

Припустимо тепер, що фондоозброєність виробництва є оптимальною, тобто такою, 
що загальний інвестований капітал С = К + L забезпечує максимальний випуск продукції Y. 
Виведемо формулу оптимальної фондоозброєності в умовах інвестування грошового 
капіталу С у виробництво продукції, яке описується СЕS-функцією.   

Для вирішення поставленого завдання знайдемо L з рівняння зв’язку L  =  С –  К, 
підставимо у вираження (1) і будемо шукати його максимум, застосовуючи підхід, 
викладений у роботах [1; 12]:  

 

                                                     (3) 
 

 
Знайдемо критичні точки функції (3), в яких перші похідні Y´ по К дорівнюють 0  

або ∞. Після елементарних перетворень отримаємо наступний результат: 
 

                                                            
(4) 

 

 
 
Підставляючи вираження капіталу К із (4) у формулу (1) з метою визначення 

максимального випуску продукції Y, отримаємо: 
 

                            
    (5) 

 

 
 

Отже, для забезпечення максимального випуску продукції у грошовому вираженні в 
умовах інвестування деякої постійної суми грошового капіталу у виробництво, що 
описується СЕS-функцією, фондоозброєність повинна визначатись за формулою (4), яку 
будемо називати оптимальною фондоозброєністю для ВФ (1) за критерієм «випуск 
продукції». 

Підставимо тепер значення оптимальної фондоозброєності із формули (4) у 
вираження, яке визначає граничну норму заміщення ресурсів h  (див. рядок 6 табл.): 

 
 

                                 
 

(6) 
 
 

На основі отриманої формули (6) можна стверджувати, що гранична норма  
заміщення ресурсів CES-функції в умовах оптимальної фондоозброєності повинна 
дорівнювати 1. За визначенням це означає, що одна грошова одиниця (100, 1000,  
10000 … грн.), спрямована у виробничий капітал, буде в цьому випадку забезпечувати 
зменшення витрат праці на точно таку ж грошову одиницю за умови незмінності  
випуску продукції. А невиконання співвідношення h =  1,  яке випливає із формули (6),   
можна розглядати як сигнал про порушення оптимальної фондоозброєності, тобто про  
певні диспропорції при інвестуванні коштів у агреговані виробничі фактори «капітал» і 
«праця».  
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Так, якщо h >  1,  то це буде свідчити про те,  що фактична фондоозброєність 
перевищує оптимальну,  яка визначається формулою (4)  для ВФ (1).  У цьому випадку  
можна говорити про надмірні витрати капіталу, що спрямований у виробничі фонди, 
порівняно з коштами на оплату праці. Тобто суб’єкту господарювання, наприклад, 
підприємству, варто скоротити основні виробничі фонди, витрати на сировину, матеріали 
тощо. Або підвищити фонд оплати праці за рахунок залучення додаткових працівників, 
посилення їх матеріального стимулювання. Зрозуміло, що в ситуації h < 1 управлінські 
рекомендації дзеркально протилежні: підприємству потрібно нарощувати фондоозброєність 
живої праці.   

Висновки і перспективи подальших розробок. Вважаємо, що наведена вище 
таблиця основних економіко-математичних характеристик CES-функції дозволить 
дослідникам краще уявляти її аналітичний і прогностичний потенціал в економіко-
математичному моделюванні виробництва. А відносно прості обчислювальні процедури 
Кменти і Kубініви відкриють реальну можливість оцінювати невідомі параметри ВФ (1)  з 
наперед заданою точністю.  

Оптимальна фондоозброєність (4) і виведена на її основі гранична норма заміщення 
ресурсів h = 1 можуть служити додатковими корисними характеристиками при застосуванні 
СЕS-функції в процесі вивчення залежності випуску продукції від виробничих факторів на 
вітчизняних підприємствах промисловості та АПК.  
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